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1 Theo D

1.1 Kommutieren bei gemeinsamen Eigenfunktionen

Zwei Operatoren 0, P kommutieren, [0, P] = 0, dann gilt:

Oy, =oxhy, & OPYy=0,PY, = P~y
also haben 0, P gemeinsame Eigenfunktionen.

1.2 Ortsoperator in Impulsdarstellung
Eigenfunktionen des Impulsoperators in Ortsdarstellung:
(x|p) ~ e/,
Eigenwertgleichung des Ortsoperators in Impulsdarstellung:
plx) = x(plx) = X =iV,

1.3 Eichinvarianz der Schrddingergleichung

Hamiltonian unter minimaler Kopplung (3 - 7 — q4/c):

1 q »\?
H=—(p—-4 .
om (P c ) +q9
Schrédingergleichung ist Eichinvariant unter
A— A+ Vf, === P — peldf/he,
Anpassung des Wahrscheinlichkeitsstroms

J—>—(¢ Vi —yVyr) —

f = f(&t).

AIII)I2

1.4 Stark-Effekt

Beschreibt (Wasserstoff-)Atom im elektrischen Feld. Fiir den
Grundzustand folgt der quadratische Stark-Effekt, fiir die
entarteten hoheren Zustinde der lineare Stark-Effekt.
QUADRATISCHER STARK-EFFEKT (GRUNDZUSTAND):

Elektrisches Feld £ = €8, fithrt auf V = —q&z.
1. Ordnung Storungstheorie mit ¢ = —e:

e€ (100]z|100) ~ f d3rze 2/a8 =,

1. Ordnung verschwindet, daher ist Korrektur ~ £2.
Fiir 2. Ordnung betrachte (z = rcos8 =r /4n/3Y;,)

(ntmlz100) ~ [ d Vin 5o = Sy

sodass
AE®D = p2g2 Z [(nlm|z|100)|> ezé‘zz [(n10]|z|100)|?
100 n_[m E1 - ETl E1 - En
2
5 [(210]z|100)| e
E1 - EZ

LINEARER STARK-EFFEKT (ENTARTETE ORDNUNGEN):
n = 2, entartete Storungstheorie, berechne Eigenwerte von
My, = €€ (n|z|m),
[1) =(200), [2)=2,1,-1), [3)=1210), |4)=
Betrachte (z = r cos )

T 1
{n|z|n) ~ f df sin @ |y, |? cos O = f dcos 8 |y, |? cos 6 = 0,
0 -1

1211).

da [4,,|? stets gerade in cos @ ist. Zudem:
2

(nim|zln'I'm'y ~ | dg e”i(m-m)e = ops
0
Somit sind nur M3, M3, # 0, die Eigenwerte AE der Matrix sind
det(M — AE T) = AE?(AE?
Es ist offensichtlich M5 ~ £.
Zu AE = +M,; gehoren die Eigenvektoren
(1,0,1,0)/v2, (1,0,—1,0)/V2,
d. h. die Eigenzustinde des gestorten Systems sind
(1200) £1210))/V2 mit AE = +M;
12,1,—-1),12,1,1) mit AE =0.
Es zeigt sich, dass M;3 = —3e€ay < 0, sodass +M,3 < —M;3.

sowie

—MZ%)=0 & AE=0,0,+M,,.

1.5 Harmonischer Oszillator

Hamiltonian:

2 2

_p me fa+d)
H = o > hw (a a+
Mit
mw i
1.+ — [ + — )

@ 2h ( - mwp

Grundzustand:
d
al))=0 o —ihalpo(x) = imwxy(x)

_mw, 2
=  Po(x) = de 22"
Hohere Zustiande:

In) = \/——aTn|0)

Zeitentwicklung fiir einen Anfangszustand |, 0):

4,6 = D ea(®)ln).
Hlyp, t) = malla/’; 2 CmEm = iRCp,.

1.6 Zeemann-Effekt
Wasserstoff—Hamiltonian mit schwachem, konstanten B-Feld:

1/, g2 P> q ., P> q
H=—I(p—-4A Vee———p3A+V=———-——BL+V
Zm(p c ) + 2Zm mc pA+ 2m  2mc +

wobei verwendet wurde, dass

R .
A=§(B><r) = pA——B(rXp)—E
Die Energien fiir B = B&, sind dann
=2
p q Ry qhB
H=—+V—-——BL, = E,,=————m,.
2m 2mec ? T2 T e

1.7 Wahrscheinlichkeitsstrom ‘

Damit die Wahrscheinlichkeit p = [|? erhalten ist, sollte eine
Kontinuitatsgleichung d,p + Vj = 0 gelten:
dp *61/)+ 61/}*_1(*1_] YY)
Bt_.hat ac ~ WY - YHY
i ! .
=5 VWV —yVyT) =77
Damit ist Wahrscheinlichkeit erhalten, wenn ¥ im unendlichen
verschwindet:

0 d3xp=— Jd3fo=—fdfo=
at

1.8 Drehimpuls in Kugelkoordinaten

AusL =7 x p folgtetwa L, = —ih(yd, — zd,). Ableitung in

Kugelkoordinaten:
d Ord 0009 0¢ 0
= +— etc.
dy 0dyor ay a6 dy a(p
Zum Beispiel ist
a6 0 z 1 z Or 1 vz
ay ay ——arccos et NN e
\/ 1-(5)
_ r25in @ cos @ sin @ _cos@sing
r3sin6 B r '

Damit folgt dann letztlich
10 \* I?
7= (arr) -

ror r2h?

1.9 Impulsoperator in Ortsdarstellung
d*p d3p 2. i3
N (e I 0 e —ip%
B = [ Sowi 5y = [ Sowp b [ ey,
3
Pl 13, (ig,.-ipz
- IlJpJ-d x(lVe )l/)x

3

d
- ‘ifz_:d3x' eiP¥ 1p;,fd3xe—wxv¢x = —ifd3x ViV,




1.10 Postulate der Quantenmechanik

Ein Zustand wird durch normierte, komplexe Wellenfunktion
beschrieben. Die Dynamik ist durch die Schrédingergleichung
gegeben. Physikalische Grofden werden durch hermitesche
Operatoren beschrieben, deren Eigenwerte gemessen werden
konnen.

1.11 Ehrenfest-Theorem
Zeitableitung eines Erwartungswerts:
@ = if dx P Oy = if dx (—(HY") 0y + " 0OHY)
dt ) dt ih .
=;gfdx(ﬂwH6¢+ww0Hw)=;EQQHD-
Damit folgen die Erwartungswerte den klassischen

Bewegungsgleichungen:
X0 _ Ly =L vy =
at i P T TR T




2 Theo E

2.1 Dirac-Gleichung mit EM-Feld

PAULI-GLEICHUNG:
Gemaf} minimaler Kopplung p,, = p,
Gleichung zu
—mYp(x) - (p — qA —m)P(x) = (B —m)P((x).
Die Gesamtenergie ist E = m + Eg mit der
Schrodingergleichung-Energie Eg. Man macht den Ansatz
_ —imt (p(x)) _ ,—imt ,—iEgt ((p(g_c’))
weo = e (F0) e me s ()
Einsetzen in die Dirac-Gleichung liefert (V := q¢)
i¢p = qpp + 0Ty,
ix—qpx = (Es —V)x =g — 2my,
wobei ¢ das Skalarpotential ist (4, = (¢,/T)) sowie
7i=—iV—qAd=p-qA.
Fiir m > Eg, V kann man die letzte Gleichung nahern als

— qA, wird die Dirac-

o - N (om)?
~ — = ~ .
X=o—¢ ip =~ qpgp o

Man kann nun zeigen, dass
(67)?2 =72 —q6B, B =VxA.
gilt. Damit folgt die Pauli-Gleichung ( § = 6/2):
—2
T

. q .3
~—@——25B .
ip~o— =528 <p+q¢<p9 )
Fiir ein schwaches homogenes Magnetfeld mit A = B x 7/2 folgt
72 ~ B2 —%(ﬁ(ﬁx?) + (B x #)p) = §? — qB( x p)
=p%—qBL
(in Indexschreibweise sieht man, dass $(B x #) = B( x p),

obwohl p eine Ableitung nach # beinhaltet). Somit folgt
32
.. P 9 - . ng
~—@——(L+25)B .
i ~ 5 =5 (L +25)Bo + qdp

2.2 Relativistische Korrekturen

Fiir 4 = 0 (% = p) folgt (67)? = p2. Vernachlissigt man Es — V
nicht, sondern nahert fiir Es — V « m folgt

1 67 1 (1 E;—V
2m1+ (Es—V)/2m *=om 2m
Aus ¢ = —iEsq folgtausip = q(l)(p +anty (V= q¢)

x= )5ﬁ<p.

(Es = V) = - (1-"5)¢
Q= O'Tl')( - 2m 2m TC(P
(071)2 o N (g~ Vo
= o @ — am S oTg.
Nun gilt (7 = p)
(ES_V)O-T[(p _()'T[ (ES—V)(p +0'[ _V P]‘P
=(@p)%p/2m+- =-i(Wv)
Somit folgt ((6p)? = p?)
) 27\3
p op ((om)®
e~ P —iG(WV
(Es )1 (,0 am2\ 2m i ( )> ¢
ﬁz G
S Esp = o +V - B3 + Wo'io-jpi(vv)j @
] -’ N & 1
P (VV x p)o Lo,
<2m v 8m3 T T pv) o,

wobei g,0; = i€y oy + 8;; verwendet wurde. Fiir ein
Zentralpotential folgt mit VV = dV /dr #/r Spin-Bahn-Kopplung:
(W xp)d L dv
4m2  2mPrdr

2.3 Darwin-Term

Im letzten Term folgt mit der Produktregel
BVV) ~ (V2V) + (VW)V
und V ist nicht hermitesch. Mit y ~ 6@ /2m folgt fir die
Wahrscheinlichkeitsdichte
2
(1 + W) Q@

5oy 2
om
Vi =9lo+xTx~oTo+o! (g) 9~
Fiir |¢|? ist die Wahrscheinlichkeitsinterpretation okay, wobei
22 32
p _ p
= Qp = 01 _ :
¢ = Q¢ ( *am ><p = -
Sei H,¢ = Esp sowie Hp = E5<;b Gesuchtist H. Damit folgt
[ Vg,

2

2;

Es¢p = QH,Q'¢p = H ¢+[

wobei H, ~ p 2/2m+V+0(@m™?) genahert wurde Somlt folgt
H-H, = —W[VZ,V] =~ amz ((V3V) + 2(WV)V).
Somit folgt
H¢o
-2 >N 2
p (VV x p)a 1 5
- <2m tV 8m3 4m2 4m2 ((V*V) + (VV)V | ¢
- 8m2 ((V2V) + 2(VV)V)¢

-2 =4 >N o
(P p (Wxpo 1
(Zm v 8ms3 4m?2 + 8m? V) | ¢.

Fiir das Coulomb-Potential ist

21 _
\Y = 478 (x).

2.4 Lorentztransformation von Spinoren

Dirac-Gleichung sollte lorentzinvariant sein:
(ig—myx)=0 < (' —-my'(x')=0,
wobei x" = Ax. Gesucht ist lineare Abbildung

P'(x") =SSP (x) = S(WPY(A'x")
mit

S(AA) =S(ADS(A) = S(D =1,
Konstruiere S(A) aus Dirac-Gleichung:
0=S)(@E8 -m)S(A"HY'(x")
= SW(ISWYHS(AHAY,0, —m)y' (x).
= yHAY, = S(AHYYS(A).
= gvu + '

S(AYH =S

Ansatz fiir AY,,
S(A)=1-
Da w antisymmetrisch ist, folgt

! i i
YH(g" + 0”,) = (1 + Zaaﬁa)“ﬁ> VAl (1 - Zaaﬁa)“ﬁ>

i
= SAYH=1+-

40,13(»“3.

2 O'al;(l) ap

i
~ 70" [0ap "]
Dies ist mit o5 = i[ya,yﬁ]/Z erfiillt:

yHo,

v
e yhol,

1 af v v v v

~—gw ([eo Y61 v"] + Ya¥ " ¥p = VoY Yo = Va¥ v
v 1 aB( Vv v v v

VYY) = =70 (9 Ve = 9uVp — 9V + 9Ve)

1
= =7 (0™ — 0"Pyp — 0" g0y + 0™ g pYa).
Fiir endliche Transformationen folgt

S(A) = exp(—iw*a,5/4).




2.5 Formen der Dirac-Gleichung
ADJUNGIERTE DIRAC-GLEICHUNG:
Adjungieren der Dirac-Gleichung (i — m)y(x) = 0 liefert mit
y*t = y°y#y° und zuletzt durch Multiplikation mit —y°
0 = i) (=8t —m) = ') (—iy°3y° — my°y°)
= zﬁ(x)(—ié— my’ o z,l_)(x)(ié-+ m) = 0.
LADUNGSKONJUGATION:
Fiir (p — g4 — m)y = 0 ergibt sich mit kompl. Konj.
(=(pu + a4 )y* —m)y* = 0.
e  (—(p.+4q4,)Cy* —Cm)CiCy” =0.
Wenn Cy* C~1 = —y#, so erfiillt i, := Cy* eine Dirac-Gleichung
mit g - —q. C = iy? funktioniert:
2,,2.,2
. * Yvy
Cy"C™t = —y?yh 2={
—y*yty?

H=2_

sonst

2.6 Zeitabhadngige Storungstheorie

SCHRODINGERGLEICHUNG IM WECHSELWIRKUNGSBILD:
Holn) = Eyln),  In,t) = e~ Hot/hn),

la, t)s = e_iHot/hZ ca(®ny, la,t), = etHot/R|q, t)s.

Es folgt
0 .
lha |a, t)[ = _Hola, t)l + elHOt/h(HO + V)|(Z, t)s

= efot/lpe=tHot/Nq, t), = V|a, t),.
DIFFERENTIALGLEICHUNG FUR KOEFFIZIENTEN:
Benutze |a, t); = ¥, ¢,,(t)|n) und multipliziere SG mit (m|:

iy = cn{m|Vy|n) = Cneiwmntvmn

n n
mit wy,, = (E, — Ey)/hund V,,,, = (m|V|n).
DYSON-REIHE:

Zeitentwicklungsoperator:
le, t); = U, (¢, to)la, to), =

Integration mit RB U, (t,, t,) = 1:
¢

dt' V(") U, (t, to).
to

a
lha UI (t, to) = VI (t) U] (t, to).

1
U t,t = 1 e
1 (¢t to) +lh

Rekursion liefert U (t, ty)

f dt'V,(t")

t,

1
~14— dt"v,(t")U,(t", ty)

1
ihJ, (ih)?
l"IBERGANGSAMPLITUDEN
Sei ein Zustand nun bei t = t, im Eigenzustand |i) von H,. Dann
gilt zur Zeit t:

D emlm) = li,t); = Uit el tohs = Ui e, 61

dt V() +—

to

n
Multiplikation mit (n| liefert:
(nIUz(t to) i)

6m+ fdt’e”"mtv ()

(h)2f dtft dt”zeiw"’”t'ei‘"m"t”Vnm(t’)vmi (t").
m

2.7 Fermis Goldene Regel

Plotzliche konstante Storung
(0, t<ty=0
V(t)‘{v, t>t,=0

liefert firn # i
Cy = Eftdt'ei‘“nit’ =

" ih ),
2iVy;

=——€
h(l)ni

|Vni|2 sin? wnit/z
h? (wpit/2)?
Summe iiber alle Zustande mit E,, = E; gibt Ubergangsrate.

2w ) 2 )
Wi = | A p(En) 5 Wail?8(on) = S Wi P B

Vni e”"nit -1
ih iwy
tonit/2 gin w,,;t/2

5t 2nt
t? = —— |Vpil?8(wny).

= el =

2.8 Ebene-Wellen-Losungen der Dirac-Gleichung

Der Ansatz
P(x) = Ae* P u(p)
liefert, eingesetzt in die Dirac-Gleichung,
— — pO —&ﬁ Uy
0= (Fp - myu = (&ﬁ —p°> ) ()
_ < (Fp° — m)u, + GPus )
T \Fapuy + (+p° — m)ug/
Dies entspricht den beiden Gleichungen
ap op
uA—+mu3, uB—imuA,
woraus durch gegenseitiges Einsetzen
((@°)? —P* —m*ugp =0
folgt. Fiir das untere wie obere Vorzeichen ergeben sich somit je
zwei linear unabhangige Losungen. Man wéhle:

unteres Vz.: “a = ((1)) = ug = %((1))
va = ((1)) = up= poaj_’m(g)

_(1 Pa
oberes Vz.: v (g) o poa-;m (0)
uB=(1) - uA_P°+m(1)

2.9 Hyperfeinstruktur

Sei I der Gesamtdrehimpuls des Kerns andfder Elektronen, so
ist

i, = g€ 7
! 2m,
das magnetische Moment des Kerns. Sei §] das magnetische Feld
der Elektronen am Kernort, dann folgt mit F= f+f
gieB; .. gieB, F2—T2-]2
2m, ] 2mp 2]

Hyps = _ﬁlﬁj ==

Mit Storungstheorie folgt

2JJ+1)

Fir das Wasserstoffatom mitl = 0gilt/ =/ =1/2= F =0, 1.

EHFS -

2m,

2.10 Vielteilchensysteme ‘
Flr ein System aus zwei identischen Teilchen sollte \

Ww(1,2)1* = [w@RDIP = PA,2) =ePyP(2,1);
in der Natur kommt allerdings nur ¥(1,2) = +1(2,1) vor. Fir
Bosonen gilt das +,

1
Y(1,2) = ﬁ(lpa(nlpb@) + P (D, (D),

fir Fermionen das — ‘

_ llJa(l) vy (V|
Fir N Tellchen sorgt die Slater- Determmante

) P11 P (1) Yn(2)
= (i@ ¥(2) Yn(2)
P1(N) P (N) Yn(N)

Bspw. ist im Grundzustand des Heliumatoms zwar die
Wellenfunktion symmetrisch, aber die Spinnwellenfunktion
antisymmetrisch:

1
Y(1,2) = ﬁlll(l)l/)(Z)(a(l)ﬁ(Z) - a(2)B(D)).

Hierbei ist @ und g ein Spin-up- bzw. -down-Zustand.




2.11 Infinitesimale Lorentz-Transformation
Fiir eine Drehung um w um die z-Achse folgt

1 0 0 0 1 0 0 O
A = 0 cosw —sinw 0 ~ 0 1 —w 0
v 0 sinw cosw O 00w 1 0Ff
0 0 0 1 0 0 0 1
fiir einen Boost in x-Richtung
y -y 0 0 coshw —sinhw 0 O
A = -By v 0 0)|_|[—sinhw coshw 0 0
v 0 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1
0 -w 0 0 Coshw:yzymczzi
~ gt 4| @ 0 0 O mc?  mc?
9v*™l o o0 o0 of ymve  |plc
0 0 0 0 tanha)zﬁzymczzT

Fiir eine beliebige Boostrichtung 7 folgt daraus
0 n; n, ng

-n; 0 0 0} 0o AT

—n, 0 0 0] % ( 0 )

-n; 0 0 O

und somit, mit & = y,¥,

w® =

S(A) = e—éaaﬁwaﬁ — e—i(aoiwouamwio) — e%wﬁ[m,—?] — e—%mﬁa_
Es gilt
N RPN = 0 ﬁ& A—’Z_((ﬁc}))z 0 >_
na =1 = . , na)” = s =1
Yo¥ (ﬁa 0 ) (Aa) 0 (fe)?
und somit folgt mit i = —p
1
S(A) = e2”P* = coshw/2 + pd sinh w /2.
Man beachte, dass man schreiben kann

he/2 = E + mc? /2 = E+mc? |plc
coshw/2 = 2mez o0 w/2= 2mc? E +mc?

2.12 Wahrscheinlichkeitsstrom
KLEIN-GORDON-GLEICHUNG:
0 =" (8,0 + m*)yp — (8,0 + m? )y

=0 =0
="0,0"Y — 19,0"¢p" = 0,(P* 0" — PYaky).
Somit ergibt sich, in Ubereinstimmung mit dem klassischen
Dreierstrom

ih
= o (0 — oy,
DIRAC-GLEICHUNG:
0=—ip(@i@—mp—iP(ie +m)yY =P(8+ &)Y = 9,y ).
=0 =0

Nimmt man als Viererstrom j* = y*y = (p, ), folgt die iibliche
Kontinuitétsgleichung:

0=0, "=0p-V] = p=j"=9Tp
Dieser Strom tr_ansformie_rt sich wie ein_Vierervektor:

JHE =Py = STy ESY = YAy Y = ALY,




3Theo F

3.1 Bose-Einstein-/Fermi-Dirac-Verteilung

1,00
Z= Z o~BE-uN) _ Z e~BZalea—1nz
Zust. L nq,n2,..=0
— 1_[ Z e Blea—mwny — 1_[ (1 + e—B(ea—#))il_
A ny=0 A =:Z;
Mittlere Anzahl Teilchen im Zustand A:
1,00
1 107
=— ~Ble~wmy = |7 — 22
n n,e
( A) le Z A ZA 6;1
ny=0
e Blea—1) 1

= +kTiln(1 + e Flea-w) = =
= ou - 1+ e Bl e-Bla-w) 4+ 1

3.2 Plancksches Strahlungsgesetz
Fiir Photonen ist die Teilchenzahl nicht erhalten = p = 0:

_ €g(e)
E = fde Y
Zustandsdichte mit € = hck:
%4 Ak die = 4GV 2 g
2n)3 " T Cnhoz ¢ 4C

Es folgt mit e = hw

3 4nVGh4f w3

~ (2mhc)3 @ eBho — 1

dE. hVG w3

do  2m2c3 efho — 1
Esist G = 2 (zwei unabhangige Polarisationen).

3.3 Legendre Transformation
UGS, V,N) = dU=TdS—pdV+pudN
F(T,V,N)=U—TS

= dF=dU—-dTS—TdS=-SdT —pdV +udN

3.4 Thermodynamik im groRkanonischen Ensemble

Entropie ist definiert als S = k In Q. Fiir Zustidnde mit
Wahrscheinlichkeit W, gilt

S=—kZWnann,
n

was fiir eine Gleichverteilung W,, = 1/Q aufs selbe hinauslauft:
S= kZWnan — kInQ.

n

Mit W, = Z~teFén folgt
S= kz W,(Be, +1n2) = kBU + kInZ.

n
Damit folgt fiir die freie Energie
F=U-TS=—kTInZ.
Fir die Warmekapazitat gilt
au as 0°F

CV:a_T=Ta_T=_Tﬁ.




4 Streutheorie

4.1 Lippmann-Schwinger-Gleichung

ALLGEMEINE GLEICHUNG:
Der Hamiltonian setzt sich zusammen aus der kinetischen

Energie der einlaufenden Teilchen H, und dem Streupotential V.

Es soll
Holgp) = El¢),  Hlp) = (Ho +V)|p) = ElY)
gelten (elastische Streuung = gleiche Energien). Es folgt
e (E-H))=VlY) o ) =(E—H) 'VIY)+|p)
Das |¢) macht insofern Sinn, als dadurch |y) — |¢) fir V —» 0
und Multiplikation der Gleichung mit E — H, erneut die richtige
Gleichung liefert. Da E auch Eigenwert von H,, ist, fiihrt
(E — Hy) ™! auf Singularititen. Der Trick ist, in die komplexe
Ebene auszuweichen,
) = (E — Ho + i)' VIy) + |p).

Dies ist die Lippmann-Schwinger-Gleichung.
GREENSCHE FUNKTION:
Die Wellenfunktion zu H,, |¢), entspricht einer ebenen Welle
und ist somit gleich der Impulsoperatoreigenfunktion. In der
Ortdarstellung gilt

(%|p) ~ eP*/M ~
Die Normierung A ist iiber

8 — 7 = (BIF") = f dx (BIRNEIF) = A f d3x 1P/

ipx/h

(*1p)-

= AQmh)26(p —p) =

(x|p) = We
gegeben. Somit folgt aus der Lippmann-Schwinger-Gleichung

EIY) = (ZIB) + (ZI(E — Ho + i)~ V])
= (215) + f dx(Z|(E — Ho + i€) |#')E |V |)
= (215) + f 4 (Z(E — Ho + i) 2 W @EWE).

Man berechne nun (¥|(E — H, + ie)™|%'
G(% — ) = (%|(E — Hy + i) 1|%")

=fd3p'd3p”(9?lﬁ’)( 'I(E — Ho + )7 [B"Np"|%')

) in der Impulsbasis:

3,07 43,17 =
d 1% d 1% eiﬁ’f/fl 6(p —-p ) —ip" %' Ik

(2mh)3 E—p"2/2m +ie

d3p' eiP' (I=x")/h o2m etkli-%']

rh)3E —p'2/2m +ie  h? 4m|% —X'|
wobei sich das Integral iiber Kugelkoordinaten und
Residuensatz l6sen ldsst. Die Lippmann-Schwinger-Gleichung in
Ortsdarstellung lautet somit

1 —,  2m

¥) — ikx _ d3 !
VO =Gz T | Y =

ik|2-2'|

VEYE)

4.2  Streuamplitude

Da V(&' fiir groRe ¥’ Klein ist, kann X¥ > ¥’ angenommen
werden. Mit dieser Naherung folgt

|- =J(@—2)% =r2 = 2rr' cosa + "2

>

xx
12
Liegt der Koordinatenursprung im Streukdrper so gilt fiir die
gestreute Welle k' || %, also k' = |E| %/|%|. Somit folgt piklE-%"|

= r\/l —2r'/rcosa+r?/r2=~r—1r'cosa = |X| -

eik|az|e—ik;?f’/|f| — ezk|f|e—iﬁ’f”also
1 iR 2m eiklfl 3 iy
2 ~ _ — pikx _ 1 —ik'x =1 =1
V) ~ ™ — S T f dx'e= 3y (2 ()
1 lklxl
= K2 4 fk, k'
(2n)3/2< FER)
wobei zuletzt die Streuamplitude
T Zm (27-[)3 e_Lk ® >y 27
f(k,k)=—F = (2 )3/2‘/(" IC
2m (2m)3 -

= TR v
definiert wurde.

4.3 Differentieller Wirkungsquerschnitt

Um Experiment und Theorie einer Streuung zu vergleichen nutzt
man den differentiellen Wirkungsquerschnitt,
do  Teilchenstrom in (8, ¢)-Richtung

: |£|2)

dQ~  einfallender Teilchenstrom
wobei r die Entfernung zwischen dem Streukérper und dem

Flichenelement in (8, ¢)-Richtung ist.
Der Teilchenstrom ist allgemem gegeben durch

J= ——(1,0 Vi) — V),
in radialer Richtung betragt er (verwende V in Kugelkoord.)
R ih < 61,[; azp*>
éJ = 2m\" or —v or /)
Fiir die auslaufende Kugelwelle folgt daraus
. hk IfI?
er-Jf =

(2m)3m |X|%
fiir die einlaufende ebene Welle hingegen
. hk
Ji= (2m)3m
Der Wirkungsquerschnitt ist daher
do |ér jf|
——=—=X* =IfI*
an = [l 4

4.4  Bornsche Naherung
TRANSITION-OPERATOR:
Bisher lasst sich f nicht explizit berechnen. Man fiihrt nur einen
Transition-Operator T ein, der durch
Vi) =T|¢)
definiert ist. Dadurch lasst sich die Lippmann-Schwinger-
Gleichung - nach Multiplikation mit V - schreiben als
T|¢) =VI¢) + V(E — Ho + i€)"'T|¢)
und da diese Gleichung fiir beliebige ebene Wellen |¢) gilt, folgt
T =V +V(E — Hy +ie) T

= = (1-V(E — Hy + ie)"H)1V.
Fiir die Ubergangsamplltude aus 4.2 folgt mit |¢) = | )
2 (27'[)
£ 77) = =2 CO ey,
BORNSCHE REIHE:

Um die Bornsche Reihe zu erhalten, setzt man die Entwicklung
des Transition-Operators ((1 —x)™ ' =1+ x + x% + )
T=QQ-V(E-Hy+ie)™ ) W =V+V(E —Hy+ie) 1V + -
in die Formel fiir die Ubergangsamplitude ein:
£ )
2m2m)? oo o N1y T
2T (k'|V|k) + (K'|V(E — Hy + i€)*V]k) + -+ ).
Die Matrixelemente lassen sich z. B. in Ortsdarstellung
ausrechnen:

(k'lv|k) = fd3 (k'|2)V (x)(%|k) =

an )3fd3x ei(k=KZy ().,

4.5 Rotationssymmetrische Potentiale
Fir V(X) = V(r) folgt
© 1
jd3xeiﬁfv(r) = Zﬂf dr TZV(T‘)f dcos O eiarcos8
0 -1

4 (@
= —J- dr rV(r)sinqr
q Jo
und somit
@IV = 5,
@2n)? |k
Aufierdem ist rein geometrlsch
|k — k'| = 2ksin6/2,
wobei 6 der Winkel zwischen k und k' ist.

fdrrV(r)sm|k k|r




4.6 Yukawa- und Coulomb-Potential
Fir das Yukawa-Potential

—ur
V() =V,

folgt mit

- 4 1

(k'[v]k) =

Gy & —#| + p2
und somit
do 2m (2m)° 2 2mV,/h? 2
2 —
== ‘ 4m (k' IvIk) _<4k25in29/2+y2

Fur u=0undV, = zZe?/4me, erhilt man den
Wirkungsquerschnitt fiir das Coulomb-Potential:

do ([ mzZe 2 1
A0 \4me,-2h?) k*sin*0/2’
4.7 Mott-Streuung
Streuung eines Spin-1/2-Teilchens an einem Teilchen ohne Spin

mit Coulomb-Potential. Verwende statt |E) die Ebene-Welle-
Losungen der Dirac-Gleichung $(X) = u,se " (pg = py)

S 2m (2m)3
FRE) = =225 Vi)
_2m 2m)3 _ VS
==y e WY upsfd3xe i@ -p)y
2m Vo

WY s g
Vollstandigkeit Y} u,tiy = (p + m)/2m sowie

1.
(u s'Y up s) (u;',s’uprs) = ap‘syoup"sl
fihrt auf
IfI1? ~ Z(ﬁp’,s’youp,S)(ﬁp,syoup’rS')
s,s!
_ E+m) 7
= Z o y0 2—)/0 Upt s = Z Qnm(up’,s')m(up’.s’)n
——

nm,s’
P + m 1
z Qnm ( ) = 4m?
mn

und somlt auf (Faktor 1/2: Mittelung tiber einfallende Spins)

Tr y°(» + m)y°(®' + m)

90 1 = e 7y
—ﬁi r m m
2h*p — Bt P Vv \p Y.
Fiir dle Spur folgt
1
V) = by Try Ry Oyt + 1
1
= 5 Pupv(9"°9™ — 9" 9" + g"°g"") + 1
1
=7 (2popo —p'p) + 1.
Mit p, = py = E und
pp’ = E* — |p|? cos @ = m? + p%(1 — cos 0) = m? + 2p%sin0/2
folgt mit |p — p’| = 2|p| sin 8/2 (wie in 4.5)
do 4VE 5 Y
0= m(ZB — 2p®sinf/2)

8E2V¢ P
71416|p|4 sin* 9/2( ﬁsme/2>.
UBER DIE VOLLSTANDIGKEIT:
Mit usuy = 6,4 und uzvy = 0 folgt

S ()= 3w (5= (5),

N

N
Auflerdem gilt
E-mu;=0, (E+my,=0

PAM ()< (%),

Somit gilt

4.8 Partialwellenentwicklung
Fir ein kugelsymmetrisches Potential kann man |E) nach
Kugelflaichenfunktionen entwickeln:

(k|Elm) = \/%S(E — h2k?/2m) Yy, (K).

Flr ein kugelsymmetrisches Potential kommutiert T mit [ und

Z, dem Generator der Rotation. Somit ist er ein Skalaroperator:
(ElmlTlE’j’m’) =(0I'0m'|ImXEL|TNE'l'Y = 8,18 T1 (E),
wobeim=m'+0und! =|l'—-0],...,I" + 0 verwendet wurde.

2m(27t) P
f(kk)( N (k' k)
2m (2m N .
=T an Z fdEdE'(k'|Elm)(Elm|T|E’j'm')(5'1'mr|k>
Lml',m’
(2m)*

= =52 B Yo (R ().
- Lm
Fiir k = Z folgt (fiir m # 0 ist Y, ~ sin™ 9)
Vi (k) = Y55, (6 = 0) = /(2L + 1) /47 8.
Somit folgt, mit Y;,,, = /(21 + 1) /41 P;(cos 6),
F(R,%) = ——Z(zz + 1)T,(E,) P, (cos 0).
1
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